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近年, 非線形現象を記述する非線形偏微分方程式の数学的解析の重要性が広く認識されている.
一方, 偏微分方程式の現代数学的な取り扱いにおいて, 関数解析学は重要な役割を果たしてきた.
特に, 時間発展を伴う非線形偏微分方程式を解析する強力な枠組みとして, K. Yosida, Y. Ko¯mura
等によって非線形発展方程式論（極大単調作用素論）が創設され, その後の日本における研究を
中心とする進展により, この理論の非線形偏微分方程式に対する高い応用性が実証されてきた. 本
論文は, 極大単調作用素の中でも特に応用性に富む, 変分構造を有する劣微分作用素によって支
配される非線形発展方程式に対する新しいフレームワークの構築とその非線形偏微分方程式に対
する適用性について述べたものである.
本論文の構成と概要は以下の通りである.
第 1 章では, 劣微分作用素論による非線形偏微分方程式へのアプローチの意義と第 2 章以降の
内容の概観が与えられている.
第 2 章では, 本研究の基礎となる極大単調作用素, 特に劣微分作用素に関する諸概念の定義及
び有用な性質について述べられている.
以下, 第 3 章以降の内容を概観する.
Hilbert 空間に於ける, 劣微分作用素によって支配される発展方程式の理論は H. Bre´zis によっ
て開発され, その後, 多方面への拡張が行われた. 中でも N. Kenmochi, Y. Yamada, M. Oˆtani 等
による時間依存する劣微分作用素によって支配される発展方程式の研究や, M. Oˆtani 等による非
単調摂動理論は, 相転移現象を記述するさまざまな非線形方程式や Navier-Stokes 方程式などに
応用され, 既存の非線形発展方程式論のフレームワークに比べ非線形偏微分方程式への高い応用
性を持つことが知られるようになった.
一方, それらの研究の大部分では, 土台となる空間の選択が Hilbert空間に限定されているため,
本質的に滑らかでない（選択された Hilbert 空間に属さない）弱解を許す高い非線形性を有する
偏微分方程式への応用に際しては, 「すべての解を捕らえられない」という弱点があった. その
一例として, 以下の準線形放物型方程式の初期値境界値問題を考える.
∂u
∂t
(x, t)−∆pu(x, t)− |u|q−2u(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),
u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x) ∈ W 1,p0 (Ω), x ∈ Ω.
(1)
ただし, Ω は滑らかな境界 ∂Ω を持つ RN 上の有界領域を表す. また ∆p は p-Laplacian と呼ば
れる微分作用素であり, ∆pu := ∇ · (|∇u|p−2∇u) ( p = 2 の場合, ∆p は線形の Laplacian ∆ =∑N
i=1(∂/∂xi)
2 と一致する) として定義される. 初期値境界値問題 (1) に対しては, M. Tsutsumi
が Galerkin 法による弱解の構成を行い, その後 M. Oˆtani が (1) を L2(Ω) 上の劣微分作用素
によって支配される発展方程式の非単調摂動問題に帰着させることにより, その強解の存在に対
する十分条件を与えた. この際, p = 2 の場合は, 主要項が線形の Laplacian になるので, 楕円
型評価, すなわち ∆u ∈ L2(Ω) から u ∈ H2(Ω) が引き出されるという事実から, 劣臨界条件
q < 2∗ = 2N/(N − 2) の下で (1) の時間局所解が存在することが導かれる. しかしながら, 非線
形の p-Laplacian に対しては, 本質的に楕円型評価が成立しないので, 「初期値 u0 ∈ W 1,p0 (Ω) に
対して, Sobolev の意味での劣臨界条件 (q < p∗ = Np/(N − p): p∗ は Sobolev の埋蔵定理に現れ
る臨界指数) の下で, (1) の時間局所解が存在するかどうか ?」が, 未解決問題として長い間残さ
れていた. 一方, (1) の定常問題 −∆pu(x) = |u|q−2u(x), x ∈ Ω に対する解析は, 通常 L2(Ω) では
なく W 1,p0 (Ω) の共役空間W−1,p
′
(Ω) 上でなされるため, 解の存在に関して p 6= 2 の場合だけ結果
が弱くなるといった障害は現れないことがよく知られていた.
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そこで, この定常問題の類推から, 上記の未解決問題を解明するためには, 回帰的 Banach 空間
（W−1,p′(Ω)）上での発展方程式論を展開することが必要であろうと考えた.
しかし, このような視点からの研究はこれまでにほとんどなく, 本研究では 回帰的 Banach 空
間 V の共役空間 V ∗ に於ける, 劣微分作用素 ∂V ϕ : V → V ∗ によって支配される発展方程式を研
究し, 既存の理論を補完する, 非線形偏微分方程式へのより高い応用性を持つ理論の構築を目指
した.
第 3 章では, 以下のような発展方程式について考察されている.
du
dt
(t) + ∂V ϕ(u(t)) 3 f(t) in V ∗, 0 < t < T.(2)
ただし, ∂V ϕ は V 上で定義された適正下半連続凸関数ϕ の劣微分を表し, f ∈ Lp′(0, T ;V ∗) とす
る. ここでは (2) の Cauchy 問題, 及び周期問題の解の存在, 一意性について述べられている. そ
のために, 連続な埋め込み V ⊂ H ≡ H∗ ⊂ V ∗ を満たす Hilbert 空間 H の存在を仮定している
が, これは時間微分 du/dt に適切な意味を持たせるとともに, 解の構成を行う際に Hilbert 空間
H 上に於ける (2) の近似問題を用いることに起因する.
更に, (2) について得られた結果は以下の準線形放物型方程式に応用され, その初期値境界値問
題, 及び周期問題の解の存在, 一意性が示されている.
∂u
∂t
(x, t)−∆pu(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ).
第 4 章では, 以下のような二つの劣微分の差の項によって支配される発展方程式の Cauchy 問
題について, 時間局所解, 及び時間大域解の存在に対する十分条件が与えられている.
du
dt
(t) + ∂V ϕ
1(u(t))− ∂V ϕ2(u(t)) 3 f(t) in V ∗, 0 < t < T, u(0) = u0.(3)
ただし, ϕi (i = 1, 2) は V 上で定義された適正下半連続凸関数とする. 前述した (1) やある種類
の反応拡散方程式 ut −∆u + g(u) = 0 が, (3) に帰着されることが知られており, ここでは, (3)
について得られた結果が (1) に応用され, p 6= 2 の場合にも, 劣臨界条件 q < p∗ の下で (1) の時
間局所解が構成され, 上述の未解決問題を肯定的に解決している.
第 5 章では, 第 II 種超伝導現象に対する巨視的モデルとその近似モデルに纏わる二重非線形
発展方程式について議論されている.
1960年代, C. P. Bean や Y. B. Kim 等によって, 第 II 種超伝導現象を電流-電圧関係といった
巨視的な視点から特徴づける試みが行われた. 彼らのモデルは, 電場 e と電流密度 j を以下のよ
うに関係づける.
(B) e = 0 if |j| < jc, e ∈ [0,+∞) j if |j| = jc, e = ∅ if |j| > jc.
特に, (B) は | j | ≤ jc の時に, e = 0 であっても電流が流れることを許しており, そのことが永久
電流の存在を示唆している. また, 永久電流の強さには上限 jc がある. この章では, jc が時間と
空間に依存する場合, すなわち jc = jc(x, t) の場合について考察されている.
更に, 非定常な印加磁場 he = (0, 0, he) に平行に置かれた柱状 (断面をΩ ⊂ R2 とする)の第 II
種超伝導体中の磁化を考えるために, Maxwell 方程式と (B) から次の発展方程式が導き出される.
dh
dt
(t) + ∂L2IKt(h(t)) 3 −dhe
dt
(t) in L2(Ω), h(0) = h0.(4)
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ただし, h は内部磁場の z 軸成分を表し, h0 は h の初期値を表すものとする. 更に, IKt は Kt 上
の指示関数を表し, Kt := {u ∈ H10 (Ω) ; |∇u(x)| ≤ jc(x, t) for a.e. x ∈ Ω} とする. また, 薄い
フィルム状の第 II 種超伝導体について同様の考察を行うと, (4) は dh(t)/dt が B(dh(t)/dt) (B
は L2(Ω) とは別の Hilbert 空間に於ける自己共役作用素)で置き換えられた, より一般化された
発展方程式となる.
一方, (B) は高い非線形性を有するため, 数学的取扱いが非常に困難である. そこで, 次の巾近
似 (B)p がしばしば用いられる.
(B)p e =
∣∣∣∣∣ jjc
∣∣∣∣∣
p−2
j
jc
(pÀ 1)
更に (B) の代わりに (B)p を用いると, 柱状の超伝導体中の内部磁場の z 軸成分 hp について以下
の発展方程式が導かれる.
dhp
dt
(t) + ∂L2ϕ
t
p(hp(t)) = −
dhe
dt
(t) in L2(Ω), hp(0) = h0.(5)
ただし, ϕtp は L2(Ω) 上で定義された適正下半連続凸関数で, 以下のように与えられる.
ϕtp(u) :=

1
p
∫
Ω
( |∇u(x)|
jc(x, t)
)p
dx if u ∈ W 1,p0 (Ω) and ∇u/jc(·, t) ∈ (Lp(Ω))N ,
+∞ otherwise.
§5.2 では, (4), (5) 及びその一般化された方程式の解の存在, 一意性を保証するために, 以下の
時間依存する劣微分作用素 ∂V ϕt, ∂V ψt によって支配される発展方程式の解の存在, 一意性が議論
されている.
∂V ψ
t
(
du
dt
(t)
)
+ ∂V ϕ
t(u(t)) 3 f(t) in V ∗, 0 < t < T.(6)
更に, §5.4 では p → +∞ とした時の (5) の解 hp の収束が示され, hp の極限 h が (4) の一意
解に一致することが確かめられている. これは, (B)p が (B) の近似として適切であることを判断
する一つの基準になると考えられる.
一方, (B)p による誤差 hp− h を評価することは困難であり, 未だ誰も成功していない. そこで,
§5.5 では誤差を制御できるような (B) の新しい近似法が導入されている. この新しい近似は, 汎
関数 IKt のH10 (Ω) 上に於ける Moreau-Yosida 正則化を用いて特徴づけられる.
第 6 章では, 第 5 章で得られた (5) の解 hp の収束に関する結果をより抽象的な枠組から理解
することが試みられ, その変分法的構造に関する議論が行われている.
第 5 章の hp の収束の結果より, p→ +∞ とした時, ϕtp がある意味で IKt に収束することが予
想される. しかし, この予想に対する厳密な証明は行われていなかった.
この章では, Mosco 収束と呼ばれる汎関数の収束の概念を導入し, p→ +∞ とした時に, ϕtp が
IKt に Mosco 収束することが示されている.
更に, (5) に対応する周期問題の解の収束を考察するために, 対応する抽象理論が構築されてい
る. また, これらのアプローチが porous medium 方程式や次の準線形放物型方程式系の極限問題
にも応用が可能であることが示されている.
∂u
∂t
(x, t) +∇×
{
|∇ × u|p−2∇× u(x, t)
}
= f(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ).
ただし, u = (u1, u2, u3) : Ω× (0, T )→ R3 とする.
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